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RESUMO

A invariancia de propriedades geométricas é um fator crucial em diversas areas da Matematica,
em particular da Computacao Gréfica. Neste sentido, a geometria afim tem ocupado um
espaco significativo nesse campo de aplicagao, por ter uma posicao intermediaria entre as
geometrias euclidiana e projetiva. A geometria afim é uma generalizacao da euclidiana, porém
mais simples de ser trabalhada que a projetiva, tanto analitica quanto computacionalmente, e
permite descrever boa parte das operacoes usadas em Computagao Grafica. No entanto, ainda
nao encontramos na literatura estimadores de propriedades geométricas afins em superficies
discretas. Por este motivo, a proposta desse trabalho é dar o primeiro passo no estudo de
invariantes afins para essas superfices, apresentando aqui uma estimativa para o vetor normal
afim. Tal estimativa foi obtida a partir de uma representacao discreta da superficie usando

como elementos pedacos de paraboldides ao invés de planos.

Palavras-chave: Superficie Discreta; Vetor Normal Afim; Vetor Conormal Afim; Retalho

Triangular de Bézier.



ABSTRACT

The invariance of geometric properties is an important factor in many areas of Mathematics,
particularly in Computer Graphics. Accordingly, the affine geometry has occupied a significant
place in this field of application, since it has an intermediate position between euclidean and
projective geometries. Affine geometry is a generalization of euclidean, but working with it
is simpler than working with projective geometry, both analytically and compucionally, and
allows to describe much of the operations used in Computer Graphics. However, we have not
found in literature estimators of affine geometrical properties for discrete surfaces. Therefore,
the aim of this work is to take the first step in the study of affine invariants in these surfaces,
presenting here an estimate of the affine normal vector. This estimate is obtained from a

discrete representation of the surface using paraboloids instead of planes.

Keywords: Discrete Surface; Affine Normal Vector; Affine Conormal Vector; Triangular

Patch Bezier.
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INTRODUCAO

Felix Klein (1872) classificou os tipos de geometria de acordo com as propriedades invariantes
dos objetos geométricos quando eles sao sujeitos a varios grupos de transformagoes. A geometria
euclidiana, por exemplo, estuda as propriedades sob a acao do grupo dos movimentos rigidos,
enquanto a geometria afim abrange todas as transformacoes afins. Dessa forma, uma vez que
movimentos rigidos sao transformagoes afins, podemos dizer que a geometria euclidiana é um
estudo particular da geometria afim.

Contrério as transformagoes euclidianas (movimentos rigidos) as afins nao preservam
comprimento e medidas angulares, portanto, elas podem mudar a forma de um objeto. Uma
circunferéncia, por exemplo, se torna uma elipse apds uma transformagao afim. Assim, qualquer
resultado para a circunferéncia onde s6 intervém propriedades e relagoes invariantes, nesta
geometria, ¢ valido para todas as elipses com a mesma area. Isto se torna importante, por
exemplo, para classificacdo e reconhecimento de objetos geométricos em imagens (ver [1}), isto
é, regioes de uma imagem original podem ser identificadas em uma imagem deformada, de
modo que a area seja preservada pela transformacao, a partir de invariantes afins.

Na Computacao Grafica é essencial poder movimentar e deformar objetos geométricos, o
que se faz aplicando a esses objetos transformacoes geralmente lineares, afins ou projetivas.
Nessa abordagem, uma vantagem da geometria afim sobre a geometria euclidiana é o fato da
primeira englobar um grupo maior de transformacoes, o que permite descrever boa parte dos
objetos e operacoes da Computacao Gréfica. Além disso, alguns problemas, como reconstrucao,
exigem a invariancia de propriedades geométricas nos pontos amostrados. Dai a importancia
de estudar invariantes discretos afins compativeis com o modelo afim diferencial.

Com intuito de utilizar todas as vantagens que a geometria afim nos traz, o objetivo deste
trabalho é apresentar uma forma de calcular computacionalmente o vetor normal afim em
superficies discretas, de modo que tal estimativa preserve, no modelo discreto, as caracteristicas
geométricas desse vetor no modelo continuo.

A motivacao para a realizacao desse estudo surgiu por nao encontrarmos na literatura



estimadores para as propriedades geométicas afins, em superficies discretas, tendo em vista a
importancia dos mesmos nas areas de Modelagem Geométrica e Visao Computacional.

Este trabalho encontra-se dividido em cinco capitulos. No capitulo 1, fazemos uma breve
revisao dos resultados preliminares necesséarios para o bom entendimento do texto. No capitulo 2,
apresentamos os vetores conormal e normal afins em superficies regulares e vemos que tais
vetores sao, respectivamente, contravariante e covariante por transformacoes equiafins. No
capitulo 3, mostramos como os vetores conormal e normal afins podem ser calculados em
um retalho de Bézier quadratico. No capitulo 4, apresentamos o estimador do normal afim
em superficies discretas. Por fim, no capitulo 5, mostramos os resultados e as limitacoes da

implementagao deste estimador discreto e fazemos um breve estudo dos parametros envolvidos.

Trabalhos Relacionados

Na literatura é possivel encontrar estimadores das propriedades geométricas euclidianas
em superfices discretas sob diversos pontos de vista. Em [12], por exemplo, é proposta uma
aplicagao da formula de Euler para estimar as curvaturas gaussiana e média em uma malha
triangular, enquanto em [6] esses invariantes discretos sao obtidos com base no teorema de
Gauss-Bonnet. J& Tabin [11], propoe uma estimativa das propriedades geométricas euclidianas
em malhas poligonais a partir de uma matriz simétrica definida por uma férmula integral.

Estimativas de propriedades geométricas afins podem ser encontradas em [1], [2] e [4]. Em
[1] e [2] sao apresentados estimadores para as curvaturas gaussiana e média afins e vetores
conormal e normal afins em superfices paramétricas ou implicitas (no capitulo 2 deste trabalho
mostramos como os ultimos foram obtidos). Em [4] utilizam-se poligonos parabdlicos como
modelos de curvas discretas e estimativas como comprimento de arco afim e curvatura afim sao
apresentadas neste modelo discreto de curvas.

Neste trabalho, apresentamos uma estimativa para o vetor normal afim em superficies
discretas. Para isso, foi necessario construir uma representacao dessas superfices de maneira
adequada para a geometria afim. Dessa forma, construimos um modelo de superficie discreta
usando pedacos de paraboldides ao invés de planos, obtendo, portanto, o estimador do normal

afim a partir dessa representacao.
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1 PRELIMINARES

Neste capitulo, apresentamos algumas defini¢oes que serao usadas no decorrer do trabalho,
tais como, coordenadas baricéntricas, essenciais no estudo das superficies triangulares de Bézier,
e conceitos da geometria euclidiana que permitem definir propriedades da geometria afim. As

defini¢oes apresentadas aqui sao encontradas nas referéncias [5], [8] e [10].

1.1 COORDENADAS BARICENTRICAS

Dados trés pontos, nao colineares, P;, P, e P3 em R?, qualquer ponto P do plano definido

por eles pode ser expresso como:
PZUP1+UP2+U)P3,

onde os escalares u, v e w sao chamados de coordenadas baricéntricas de P e sao tais que
u+ v+ w = 1, ou seja, sao uma combinac¢ao afim de P, P, e P3. Se u, v, w > 0, entao a
combinacao é convexa e P pertence ao triangulo formado pelos trés pontos.

Como consequéncia, as coordenadas baricéntricas tem a importante propriedade da in-
variancia afim. Isto é, aplicando uma transformagao afim ao triangulo T'(P;, Py, P;) e ao ponto
P, o ponto transformado tera as mesmas coordenadas baricéntricas de P com respeito ao novo
triangulo.

Considerando o triangulo canénico, 7°((0,0), (1,0), (0, 1)), por exemplo, temos que qualquer

ponto (z,y) € R? pode ser escrito como:

Logo, como as coordenadas baricéntricas sao invariantes por transformacgoes afins, aplicando
uma transformagao afim A no plano, a imagem AP de um ponto P de coordenadas (x,y)
arbitrario, ainda terd coordenadas baricéntricas (z,y,1 —x — y) em relagdo a imagem AT do
triangulo canonico. Por esse motivo, é comum em vérias aplicagoes realizar todas as contas no

triangulo canonico e aplicar o resultado a um triangulo arbitrario via transformagao afim.
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Os ntmeros u, v e w podem ser calculados como:

_ drea(P, Py, Ps) _ drea(Py, P, Ps) drea( Py, Py, P)

= drea(Py, Py, Py) YT Grea(PL, By, Py) T drea(Py, Po, Py)

No capitulo 3, veremos que um algoritmo para avaliar uma superficie triangular de Bézier
deriva da utilizacao de coordenadas baricéntricas de pontos do plano, gerado por uma estrutura

triangular.

1.2 GEOMETRIA EUCLIDIANA

Definicao 1.1. Um subconjunto S C R? é uma superficie reqular se, para cada p € S, existe
uma vizinhanca V de p em R? e uma aplicacao X : U — V NS de um aberto U de R? sobre

VNS c R? tal que:
1. X é diferenciavel;
2. X é um homeomorfismo;
3. Para todo g € U a diferencial dX, : R* — R3 ¢ injetiva.

Definigao 1.2. Seja S uma superficie regular, p € S, e consideremos todas as curvas definidas
sobre S passando por p, definimos o plano tangente em p, denotado como 7,5, como o espago

vetorial de dimensao 2 que contém todos os vetores tangentes a familia de curvas no ponto p.

Dado p € S seja a: (—€,€) — S uma curva parametrizada diferencidvel, com «a(0) = p. O
vetor velocidade o (0) é chamado de vetor tangente a S em p.
A figura 1.1 ilustra o vetor w € T},S, que é o vetor velocidade a'(0) de uma curva a = X o 3,

onde 3 : (—¢€,€) — U é dada por S(t) = (u(t),v(t)), com B(0) = g = X"(p).

A escolha de uma parametrizacio X de S determina uma base {X,,, X, } de 7,,S, chamada

base associada a X.

Definicao 1.3. Seja p € S, a forma quadratica I, : 7,,S — R, definida por:
L(w) = <w,w>= |lw|*>0,

é chamada a primeira forma fundamental euclidiana da superficie regular S em p.
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Figura 1.1: Plano tangente 7},S.

Fonte: Autor, 2014.

A primeira forma fundamental euclidiana, pode ser expressa na base {X,,, X, } associada a

uma parametrizacao X (u,v) em p, da seguinte maneira:

Seja w = a'(0) = aX, + bX, € T,,S. Logo,

L(w) = <aX,+bX,,aX,+bX, >

= a*E + 2abF + b*G,

onde, F =< X, X, >, F =< X, X, > e G =< X,, X, > sao os coeficientes da primeira

forma fundamental euclidiana na base {X,, X, } de T,S.

Fixada uma parametrizacao, X : U C R?> — S em p € S, definimos o vetor normal

euclidiano em cada ponto g € X (U), como:

X, X X,

No(p) = =22
P) =X, < x

().

Definicao 1.4. A aplicacao N, : S — R3, que toma seus valores na esfera unitdria é chamada

de aplicagao de Gauss de S.

A diferencial da aplicacao de Gauss dN,, : T,S — T},S, é uma aplicagao linear auto-adjunta
(ver [5]), isto é,

< dNep(U)l),wg > =< U)l,dNep(wg) >, Wy, W2 € TpS

Logo, podemos associar a dN,, uma forma quadrética ¢ em 7,5, dada por:

Q(w) = < dN, (w),w >,w € T,S.
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Definicao 1.5. Seja p € S, a forma quadratica /1, : 7,5 — R, definida por:

II,(w) = — < dN,(w),w >,

é chamada a sequnda forma fundamental euclidiana de S em p.

Também podemos expressar a segunda forma fundamental euclidiana na base {X,, X,}
associada a uma parametrizacao X (u,v) em p.

De fato, seja N, o vetor normal a S em p € S e a(s) = X (u(s),v(s)) uma curva parametri-
zada em S, com a(0) = p. Logo, o vetor tangente a a(s) em p é o = X,u' + X,v'. Indiquemos

por N.(s) a restrigdo do vetor normal a curva a(s), dessa forma, temos:

/ 1

< N,(s),a'(s) >=0 = < N,(s),a (s) >= — < N.(s),

!/

(s)>.

Dai,

’

I1,(a'(0)) = — <dN,,(a'(0)),a'(0) >
= — < N.(0),0/(0) > = < N(0),a (0) >

= < N, qu(u')2 + Xu +2X,u v + Xm,(v,)2 + X0 >

ep)

Como < N, X;, > = < N, X, >= 0, segue que:

’

IL(a) = e(ul)2 +2fuv + g(vl)Z,

onde, e =< N, Xyy >, f =< Ne,, Xow >, g =< Ne,, Xy > sa0 os coeficientes da segunda

forma fundamental euclidiana.

Defini¢ao 1.6. Seja p € S e seja dN, : T,,S — T,S a diferencial da aplicagao de Gauss. O

determinante de dN,, é chamado a curvatura Gaussiana euclidiana, K., de S em p.
Por fim, em [5] observamos que a curvatura Gaussiana euclidiana, pode ser obtida pelos
coeficientes da primeira e da segunda forma fundamental da seguinte forma:

eg — f?
K =—2_7
°~ EG - F?

No capitulo seguinte, veremos que as definicoes apresentadas nessa se¢ao sao ferramentas

fundamentais no estudo das propriedades geométricas afins.
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2 VETORES CONORMAL E NORMAL AFIM EM

SUPERFICIES REGULARES

Neste capitulo, apresentamos os vetores conormal e normal afins em superficies regulares,
propriedades geométricas fundamentais no estudo de invariantes, tais como, as curvaturas
gaussianas e médias afins. Veremos que esses vetores sao, respectivamente, contravariante e
covariante por transformacoes equiafins. Para tanto, definimos as transformacoes equiafins e

apresentamos uma métrica invariante por essas transformacoes.

2.1 MEDIDAS INVARIANTES

Definicao 2.7. Sejam S uma superficie regular e G um grupo de transformacoes associadas
a uma geometria. Dizemos que uma medida geométrica m é invariante pelo grupo G se
VpesS, VAe G, m(A(p)) = m(p), covariante se m(A(p)) = A(m(p)) e contravariante se
m(A(p)) = AT (m(p)), onde A~ é a transformacio cuja matriz é a transposta da inversa da

matriz da transformacao A. Ou seja, A7 = (A™H7T.

Medidas numericas, isto é m(p) € R, ¥V p € S, tais como o comprimento e a curvatura
sao geralmente invariantes dependendo da geometria e do grupo G. Porém quando a medida
gera uma estrutura como um vetor, uma matriz ou um tensor, normalmente elas nao sao
invariantes ([2]).

Como exemplo, seja a : I — R? uma curva regular e seja A : R?* — R3 uma transformacao
afim. Se aplicarmos A em «, o vetor tangente & nova curva é A o ', ou seja, 0 novo vetor
tangente é dado pela transformacao aplicado a curva inicial, portanto sao covariantes pelo

grupo das transformagoes afins, o que implica o plano tangente ser também covariante por esse

grupo.
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2.2 TRANSFORMACOES AFINS

Definigao 2.8. Uma transformacao T : R® — R3 é afim se T preserva combinacoes afins de

pontos, ou seja,

Zn:ai =1= T(Zn:aipi) = Zn:al-T(Pi), a; € R, P, e R
i=1 i=1 i=1

Proposicao 2.1. A transformacao 7' : R* — R3 é afim se, e somente se, T é da forma
T(u) = L(u) + vo, onde L ¢é linear e vy € R3.

Demonstracao:

=) Suponha que 7" é afim e defina L(u) = T'(u) — vy, onde vy = T'(0,0,0). Mostremos que L é
linear.

De fato, dados u,v € R? e o € R, segue que:

Lou+v) = T(au+wv)—1T(0,0,0)

= T(ou+v—a(0,0,0)) —7(0,0,0).
Como por hipdtese T é uma transformacao afim entao pela definicao 2.8, temos:
L(au+wv) = oT(u)+T(v) —aT(0,0,0)—T(0,0,0)
= o(T(u)—1T(0,0,0)) +T(v) —1(0,0,0)
= alL(u)+ L(v).

<) Suponhamos que T'(u) = L(u) + vg, mostremos que 7' é afim. Para isso, sejam {r;}"_; € R,

tais que, Y ., ri =1, ¢ p1,p2, ..., P, pontos em R3, temos:

T(ripy+ - +rapn) = L(ripr + -+ rapn) + 00

= 1 L(p1) 4+ -+ 1 L(pn) + vo

n

= TlL(p1) + -+ 74nL(pn) + (Zri)vo
= 1 (L(p1) +vo) + -+ rn(L(p;) + vo)

= rT(p)+- - +r.,T(pn).
m

Definicao 2.9. Uma transformacao afim T : R® — R3 ¢ dita equiafim se é da forma
T(z) = L(z)+ vy, onde det(L) = 1 e vy € R3, ou seja, sao transformagoes afins que

preservam volume.
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Neste texto vamos trabalhar com transformagoes equiafins. Sendo assim, buscamos encontrar
uma métrica invariante por esse tipo de transformacao. Pelo fato das curvas assintoticas serem
invariantes pelas transformagoes equiafins, as equagoes que definem estas curvas nos permitem
definir medidas invariantes da geometria afim. Dessa forma, uma motivacao para obter tal

métrica surge do estudo de curvas assintoticas em superficies regulares, como veremos a seguir.

2.3 CURVAS ASSINTOTICAS

Definicao 2.10. Sejam C uma curva regular, em uma superficie S, que passa por p € S, k a
curvatura de C e cosf =< n, N >, onde n é o normal a C' e N normal a S em p. O niimero

k, = k(p) cos @ é chamado de curvatura normal de C' em p.

Definicao 2.11. Sejam X : U C R? — R? uma parametrizacao da superficie regular S e
v :I C R — U uma curva no dominio da parametrizagao, ou seja, v(t) = (u(t),v(t)). Dizemos
que a curva X oy : [ — R? é assintdtica se para cada t € I, o vetor tangente (X o); é uma

direcao na qual a curvatura normal é zero.

Notagao 2.1: Denotamos por [u,v,w] o determinante de uma matriz 3 x 3 formada pelos

vetores colunas u,v,w € R3.

Pela definicao 2.11, dizemos que a curva X o~y : I — R? é assintética se, e somente se,
[XU,;X’LM (X (¢] ”y)tt] = O, V t c I (21)

De fato, como X, e X, definem o plano tangente a superficie em cada ponto e (X o a)y
define a direcao do vetor normal a curva X o+ nos pontos onde sua curvatura é nao nula, entao,
k, = kcost = 0 se, e somente se, o vetor normal a curva é perpendicular ao vetor normal a

superficie, equivalentemente, se (X o)y € 1,5, e portanto [X,, X,, (X o)y =0, Vit € 1.

A equagao (2.1) é invariante por transformagoes equiafins, pois o plano tangente é covariante
afim. Além disso, temos que:

dv

(Xom = (Xuon ™y (x,0m P

@ — (X 0 7)i+ (X, 073,

d?u d%v
+ (X O’Y)W + (Xy 0 7)@

= (Xyu0o7)i? + (2Xyp 0 7) b + (Xyp 07)0% + (Xy 0 7)ii + (Xy 0 ),
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d d .
onde 1 = d%:’ 0= d—: Assim, no ponto p = 7(t), obtem-se:
[(Xu(p), Xu(p), (XoV)u] = [Xulp), Xu(p), uquu(p) + 200Xy (p) + @ngv(p)

+ Xu(p)ii + Xo(p)d]
= @[Xu(p), Xo(p), Xuu(p)] + 200[Xu(p), Xo(p), Xuo(p)]
+ P[Xu(p), Xo(p), Xow(p)).
Definindo, L = [X,, X, Xu|, M = [Xu, Xy, Xuw] e N = [Xy, Xy, Xy, segue que:
[(Xu, Xo, (X 09)u] = Li? + 2Mud + N2,
Portanto, a curva X o é assintética se, e somente se,
Li? 4+ 2Mub + Nv* = 0.

Os determinantes L, M, N e a forma quadratica acima, sao invariantes sobre um sistema
fixo de parametros u e v. Dessa forma, tomando um novo sistema de coordenadas u,v ([1]),
tem-se:

X(@,0) = X(u(@,0),v(@,7)).
Considerando, ¥(t) = (u(t),v(t)), como a curva definida no dominio da nova parametrizacao,

entao, y(t) = (u(y(t)),v(7(t))), é tal que:

X((1) = X (u(y(t)), v(

Portanto, pela Regra da Cadeia, segue-se:
ou ov ou ov

I
~
~
S~—
SN—
SN—
Il
fa
=2
—~
~~
N—
N~—

[Xﬂa Xz, (X © r_}/)tt] = [Xu% + Xv%> Xu% + Xv%» (X o V)tt]
Ou Qv Ou Ov
= [XU7XU7 (Xo 'Y)tt]%% + [XmXuv (Xo ’Y)tt]%%
Ou 0v Ou Ov
- [Xm Xv: (X © V)tt]%% - [Xuv X’U? (X © V)tt]%%
= [X’U? X’LH (X o V)tt]']a (22)
ou 0 ou 0
onde J = —%—Qj — —?—ij ¢ o jacobiano da mudanga de parametros. A equacao (2.2) pode ser
Jdvou  0vou
escrita na forma,
Ldu’ + 2Mdudv + Ndv* = (Ldu® + 2Mdudv + Ndv®)J, (2.3)

onde (ver [1]),

- ou Ou Ooudv Oudv ov Ov
_ ou Ou oudv Ovou Ov Jv

- Oou Ou Ooudv Oudv Ov Ov
N = {L%&)+M<81)81)+01)31)>+N&)8v}l
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Dessa forma, observe que:
LN — M? = (LN — M*)J*. (2.4)

Portanto, das equagdes (2.3) e (2.4) obtem-se:

(Xa, X5, (X 09)w] o Ldu®+2Mdudv + Ndv?
| LN — M2 |1/4 N | LN — M2 |1/4
_ (Ldu® + 2Mdudv + Ndv?)J
B | LN — M2 |1/4

(Ldu? + 2Mdudv + Ndv?)J
| JHLN — M?2) |V/4
[Xu) Xo, (X ° V)tt]

= dt?. 2.5
| LN — M2 |1/4 (2:5)

Logo, conclui-se que, a menos de mudanca de sinal decorrente de a forma diferencial

J
| JA [/
quadrética em (2.5) é invariante por transformagoes equiafins.

Observacao 2.3.1. A diferenca de sinal pode ser resolvida se fixarmos uma orientacao.

Essa forma quadratica define, portanto, a métrica de Berwald-Blaschke dada por:

g2 Ldu? + 2M dudv + N dv?
ST =
| LN — M2 |1/4 ’

onde, L = [X,, Xy, Xuu], M = [Xy, Xy, Xuo] e N = [X,, X, Xo0] s@0 tais que o coeficiente da

métrica, d = LN — M?, é diferente de zero.

2.4 PRIMEIRA FORMA FUNDAMENTAL AFIM

Definicao 2.12. A métrica de Berwald-Blaschke é o que chamamos de Primeira Forma
Fundamental Afim, e denotaremos por I,, ou seja,

Ia: Z gzdedjv

1,]=U,v

L B B M B N
|LN—M2 |1/47 guv_gvu_ ’LN—M2 |1/47 gvv_ ‘LN—MZ ‘1/4'

onde g, =

Observacao 2.4.1. No capitulo 1, vimos que a curvatura gaussiana euclidiana pode ser
det(lw)
EG — F?%’
coeficientes da primeira e da segunda forma fundamental euclidiana. Portanto, sendo

definida pela expressao K, = onde E,G, F e ljj—,.} sao, respectivamente, os

[XuaxvaXij]

X’i’ = )
1) = X x X

Xu X Xv
lij = < Ne, Xi5 > = <m’
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temos:

L M N
luu:—> luv:lvu:—7 lvv:—'
[ Xu x Xo| [ X0 % X [ Xu x Xl

Dessa forma, a curvatura gaussiana euclidiana pode ser obtida da seguinte forma:

K, = — 4 (2.6)

[ X > X[
Portanto, o sinal de K, esté relacionado com o de d = LN — M?, ou seja,
1. K. <0&d<0;
2. K.=0&d=0;

3. K.>0&<d>0.

O ponto onde d < 0, d =0, d > 0 é chamado, respectivamente, hiperbdlico, parabdlico, ou
eliptico. Neste trabalho, estamos desconsiderando os pontos parabdlicos visto que consideramos

o coeficiente da métrica d diferente de zero.

2.5 CONORMAL E NORMAL AFINS

Seja S uma superficie regular ¢ X : U C R? — S C R? uma parametrizacao de S. Dada a
matriz A de ordem 3 com det(A) = 1, denotando por A~T a transposta da inversa da matriz

A, isto é, AT = (A71)T temos que:
AX, x AX, = AT (X, x X,).

De fato, sejam

a b c u) ]
A= d e f > Xy = UIQ ) X, = UIQ
g h i Ug vy
Observe que,
a b c u; au’y + buy + cuy
AXu=1|d e f |- | uy | =] duj+eu,+ fuy |,

g h i Ug guy + g, + iuy



20

a b c vy avy + buy + cuy
AXy=|d e f || v, | = dv,+evy+ fog
g h 1 vy guy + huy + vy
Logo,
AX, x AX, = au1 + bu2 + cug, du1 + eu2 + fu3, gu1 + hu2 + zu3)

avy 4 buy + cvy, dvy + evy + fuy, guy + huy + ivy)

(
(
= ((ei = hf)(uyvs — ugvy) + (fg — di)(uzvy — wyvy) + (dh — eg)(uyvy — uyvy),
(ch — bi)(uyvs — ugvy) + (ai — ge) (ugv; — uyvy) + (b — ah)(uyvy — uyvy),
(

bf — ec)(uyvy — uvy) + (cd — af)(ugvy — uyvy) + (ae — bd)(uyvy — uyvy)).

Por outro lado, como o det(A) = 1, entao a inversa da matriz A é dada pela transposta da

matriz dos seus cofatores, dessa forma, temos que:
—hf fg—di dh—eg
AT = ch—bi ai—gc bg—ah
bf —ec cd—af ae—bd

Assim,
—hf fg—di dh—eg UnVy — Uy
ATXyx X)) = | ch—bi ai—ge bg—ah |.| upv) —u\v
bf —ec cd—af ae—0bd Uy Vy — UV,

Dai, segue que:

(ei — hf)(ugvg — ugvy) + (fg — di) (ugvy — uyvg) + (dh — eg)(uyvy — ugv;)
AT(X,xX,) = (ch — bz)(u;v;3 — ugv;) + (ai — gc)(ugvl1 — u’lvé) + (bg — ah)(u’lvl2 — u;v;)
(bf — ec)(ugvs — ugvy) + (cd — af)(ugv) — uyvg) + (ae — bd) (uyvy — ugv))

Portanto, concluimos que AX, x AX, = A~7(X, x X,). Dessa forma, tomando p € S,

temos:
X,(A(p) % X.(A(p))
N(AP) = 13,0 < %) |
AK) X A(0)
TA(X. () % A, (p)) |
AT (XX X))
TAT (X x X)) |
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Logo, o vetor normal euclidiano, N., nao é contravariante por transformacoes equiafins.
Porém, uma vez que relagoes de ortogonalidade nao se preservam por transformacoes afins
e sendo o plano tangente covariante por essas transformacgoes, é possivel definir um vetor
contravariante afim na mesma direcao de N,. Este vetor é chamado de conormal afim e definido

pela seguinte expressao:

v=| K, |"V*N,.

Como, por definicao, v esta na mesma direcao de N,, entao < v, dX > = 0. Note ainda,
que a métrica afim satisfaz d'/* = +[v, v,, 1,], onde o sinal & depende do ponto ser eliptico
ou hiperbdlico.

De fato, sejam D,(N.) e D,(N,) as derivadas parciais do vetor normal euclidiano com
respeito as coordenadas (u,v) de um ponto no dominio da parametrizagdo da superficie S.

Como D, (N.) e D,(N.) pertencem a 7,5, podemos escrever:

D,(N.) = anX,+ anX,,

D’U(NE) = 6LlQA)(u + a22Xv-
Assim, temos que:

| Ko [7Y9)uNe + | Ko [7Y* Du(Ne)

vy =

|Ke |—14

(

( /
v = (| Ke |71/4

(

uNe + | Ke |_1/4 (allXu +a12Xv)7
oN, 4+ | K. |7* Dy(N.)

)
)
| K. |71/4> Ne + | K. ‘71/4 (a1 Xy + a2 X,).

Portanto, utilizando a multilinearidade e a antisimetria da funcao determinante, obtemos:

[V, Vu7Vv] = [ | Ke |71/4 Ne; ’ Ke ‘71/4 (aHXu+(112Xv), ‘ Ke ’71/4 (angu—i— CLQQX'l})]
= | K, |_3/4 [Ne, a11Xu + a12Xv, as Xu + agnXv]

= | K. |_3/4 (ay11a29 — ay2a921)[Ney, Xuy Xyl

Pela definicao 1.6, temos que K, = aji1as9 — ai2a01, dal segue-se que:

v, vu, 1] = £ KYY*< N, X, x X, >
Xy X X,
— iKﬁ%L, XUXXU>
[ X > X
X x X, |2
- + Kel/4H U v
[[Xu x Xo|

= + KM X, x X,||.
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Pela equacdo 2.6, d = K,|| X, x X,|[*, portanto concluimos que d'/* = £[v, v,, v,).

Por uma questao de simplicidade no texto, estamos agora considerando somente os pontos
elipticos. A menos de um sinal, os resultados sao os mesmos nos pontos hiperbdlicos.

Como [v, vy, v,] = d'* # 0, entdo, as derivadas v, e v, definem um plano em todo ponto
p € S. O vetor normal afim £ pode ser obtido através do vetor ortogonal ao plano gerado por

v, € Uy, podendo ser definido localmente pela relagao (ver [3]):
<v, E>=1, <& vy >=<E v, >=0.
Portanto, o normal afim satisfaz, < v, &, > = <v, & > =0 ed/* = [X,, X,, &.
De fato, sabendo que < v, £ > = 1, pela defini¢do do vetor conormal, temos:
K Y4 <N, €>=1=<N,, £€>=K"
logo,
(Xu, Xo, & = <Xux X, £>

X, x X,
= || Xy X Xv\!<m, &)

= || Xy X Xu|]| < N, &€ >

= KYY X, x X,| =d"/~

Dessa forma, como d # 0, o vetor nomal afim nao pertence ao plano tangente a superficie
qualquer que seja p € S. Além disso, como < v, £ > =1, <& v, >=0e <& v, >=0

entao existe uma funcao A : U — R tal que:
£ = Aupw)(Vu X 1).
Assim, calculando o produto interno do normal afim com o cornormal, temos:
<& v>= Avuve,v] = 1=Xi = A=d 1.

Portanto, dada um parametrizacao X : U C R? — R? de uma superficie S no ponto p € S,

definimos o vetor normal afim em p como:

&p) = [v(p), vu(p), vol(p)] ™ (vulp) X v4(p)).

Proposicao 2.2. O vetor normal afim é constante nos paraboldides elipticos e hiperbdlicos.
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Demonstragao: Considerando a parametrizacao X (u,v) = (u, v, 3(u* +v?)) do paraboldide

eliptico. Observe que:

X, = (1,0,u); Xuww = (0,0, 1); Xpw = (0,0,1).
X, = (0,1,v); Xuww = (0,0,0);
Logo,
d= [Xu;Xvaqu][XvaaXuv] - [Xvaava]Q = 1.
Dai,
Xy X Xl Xux X
_ Ke _1/4 Ne — H u v u v
v o= K (A X, < %]
X, X X,
= W = (—U, —U, 1)

Assim, v, = (—1,0,0) e v, = (0, —1,0). Portanto,
¢ =d v, x v,) = (0,0,1).

Considerando a parametrizacao do paraboldide hiperbdlico como S(u,v) = (u, v, %(u2 —v?)),
de forma analoga, mostra-se que o normal afim em qualquer ponto dessa superficie é vetor

(0,0, 1).
|

Proposicao 2.3. Os vetores conormal e normal afins sao, respectivamente, contravariante e

covariante por transformagoes equiafins.

Demonstracao: Primeiramente mostremos que o vetor conormal afim é contravariante por
transformacoes equiafins.
Com efeito, sejam X : U C R? — S uma parametrizacao da superficie S, A uma matriz de

K.
ordem 3, com det(A) =1 e p € S. Observe que K.(A(p)) = m.
e\D

De fato, temos que:
X (AD)), Xo(A)), X (AP X (AD)), X (A(P)), Xon (Ap))]
KelAl) = [X.(AG) x X (Ap)][T

[Xu(A(p)), Xo(A(p), Xow(Alp))]?
1 Xu(A(p)) x Xo(ADI*
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Como {X,, X,} formam uma base do plano tangente e sendo este covariante por trans-

formacoes equiafins, segue que:

K.(AG) = AR

, Xuw(p)]-det(A).[Xu(p), Xo(p), Xuw(p)]
) x A(X,(p))|*

IA(Xu(p)) x A(Xu(p))I*

Portanto, pela equacgao 2.6, temos:

_ Ke(p)|Xulp) x Xo(p)lI* K.(p) _ K.p)
KD = A, 0) x A~ Tl ~ AT, ()]

l[(Xux Xo)(p)[*

Assim, visto que N (A(p)) = mA_TNe(p), resulta que:
v(A(p)) = | K(A(p)) 7" N(A(p))
_ K.(p) - 1 -T
- <|| ) Tt
= AT (v(p)).

Mostremos agora que o normal afim é covariante por transformacoes equiafins.

Com efeito, como o conormal é contravariante, temos que:

E(AD) = AMwu(AD) x vo(A(D)))
= MA T (vu(p)) x AT (1(p)))
= M((vu(p) x vy(p))
= A(¢(p)).

No proximo capitulo, calculamos tais vetores no caso particular de uma superficie triangular

de Bézier.
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3 RETALHO TRIANGULAR DE BEZIER

Neste capitulo, mostramos como os vetores conormal e normal afins podem ser calcula-
dos em um retalho triangular de Bézier quadratico. Os resultados apresentados aqui serao
essenciais para o calculo do estimador do vetor normal afim em superficies discretas, que
serao representadas por um conjunto desses retalhos no capitulo seguinte. Comecamos entao
fazendo uma breve apresentagao do retalho triangular de Bézier. Maiores detalhes podem ser

encontrados nas referéncias [7], [8] e [9].

3.1 POLINOMIOS DE BERNSTEIN

Os polinomios de Bernstein de grau n, Bjj, R3 — R, sao definidos como:

_ k
ik

Te(u,v,0) wivdwb, com 4,5,k>0 e i+ j+k=n.

Os escalares u, v e w sao as coordenadas baricéntricas dos pontos em um dominio triangular.
Por simplicidade no texto escrevemos By}, (u, v, w) como Bf*(u), ondei = (4, j, k) € {0,1,...,n}?,
li|l=i+j+k=neu=(u,v,w).

Tais polinomios satisfazem as seguintes propriedades (ver [9]):

(3.1.1) Sao linearmente independentes;

(3.1.2) Formam uma base para o espago de polinoémios de grau total < n;
(

(

)
3.1.3) Sao simétricos, ou seja, Bi*(u) = B;l(i)(w(u)), para qualquer permutacao 7;
)

3.1.4) Formam uma particao da unidade

Z B'(u) = 1;
li|=n

(3.1.5) Sao positivos para u > 0, isto é, se todas as coordenadas de u forem positivas;
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(3.1.6) Satisfazem a relagao de recorréncia:

B (u) = uB (w) + 0By (w) + wBl (w),

i—es3

onde e; = (1,0,0), eo = (0,1,0), e3 = (0,0,1), B = 1 e B(u) = 0 se i tem alguma coordenada

negativa e | ¢; |[=n —1, onde ¢; =i—e; com j € {1,2,3}.

3.2 REPRESENTACAO DE BEZIER DE RETALHOS TRIANGULARES

Como, pela propriedade 3.1.2, os polinomios de Bernstein formam uma base para o espaco

de polinémios, entao, toda superficie polinomial b(u) tem uma tnica representagao de Bézier,
b(u) = > biBf(w),
li|=

com respeito a um triangulo de referéncia T'(ag, aj, as).

Observacao 3.2.1. A definicao acima pode ser generalizada para o caso d-dimensional com

relacao a um simplexo de dimensao d > 1.

Os coeficientes b; sdo chamados pontos (ou ordenadas) de Bézier de b e sdo os vértices da
chamada malha de Bézier (ou malha de controle) de b(u). Portanto, a malha de controle define
uma tnica representacao de Bézier. O nidmero de vértices da malha é dado por (n+1)(n+2)/2,
onde n é o grau do polindmio (ver figura 3.2).

Definimos a representagao de Bézier b(u), como a parametrizagao ¢ : T C R? — R? de um

retalho triangular de Bézier, ou seja,
p(z,y) =Y biB}(u),
li|=
comu= (z,y,1 —x —vy).

Dessa forma, obtemos as seguintes propriedades:

(3.2.1) ¢ é uma combinacao afim de pontos de Bézier (isto segue diretamente da proprie-

dade 3.1.4). Consequentemente, é covariante por transformagoes afins.

(3.2.2) Para todo u > 0, ¢(u) é uma combinacao convexa dos pontos de Bézier b; (pois
os polindmios de Bernstein sdo nao negativos sobre T'). Portanto, sua imagem satisfaz a

propriedade do fecho convexo.

(3.2.3) A fronteira da imagem de ¢ sao Curvas de Bézier, logo interpola os extremos da sua

malha de controle.
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A figura 3.2 ilustra o retalho de Bézier quadrético, a esquerda, com sua malha de controle,
a direita. Note que cada uma das trés curvas que formam o bordo do retalho é a parabola de

Bézier definida pelos trés pontos de controle correspondentes na malha de controle do retalho.

Figura 3.2: Retalho quadrético de Bézier junto a sua malha de controle.

booz
b1o1

b200

bOQO

Fonte: Autor, 2014.

3.3 ALGORITMO DE DE CASTELJAU

A reprentagao de Bézier, b(u) = > _, biB{'(u), pode ser avaliada usando o seguinte

algoritmo recursivo proposto por de Casteljau (ver [7]):

Entrada: Conjunto de pontos b; € R3(vértices da malha da representacao de Bézier), as
coordenadas baricéntricas u de um ponto do plano e o grau n do polinémio.
Saida : Avaliacao da representagao de Bézier em um ponto do seu dominio triangular
com coordenadas baricéntricas u.
1 Considere multi-indices i = (i, j, k), com 7,5,k € {0,1,...,n}3 tais que
li|l=i+j+k=n.
2 Tome e; = (1,0,0), eo = (0,1,0) e e3 = (0,0, 1).

3 Considerando b{(u) = b;, para r = 1 faca:
b () = ubj, (w) + vbi,, () + wbf, ., (u).

4 Parar € {2,3,...,n}. Se |i|=n—r, entdo recursivamente faga:
b (w) = ubfy, (w) +vbip, () + whir, (u).

5 Retorne bg(u), o qual corresponde ao ponto com valor de parametro u na superficie de

Bézier.
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A figura 3.3 ilustra como o ponto do dominio é levado a um retalho de Bézier quadratico
pelo algoritmo de de Casteljau. Nela, observe que, dada a malha de controle de um retalho
de Bézier quadratico R e as coordenadas baricéntricas, u = (u,v,w), de um ponto do plano
com respeito ao dominio T'(ag, a1, as), no primeiro passo do algoritmo, isto é, para r = 1 temos
que i € {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}. Logo, encontramos uma nova malha {by09, bo10, boo1 }, da

seguinte maneira:

b%oo(u) = Ubgoo(u) + Ub(l)m(u) + Wb?(n(u) = ubggo + V0119 + Wby
b(lno(u) = Ub(l)lo(u) + vb820(u) + ngn(u) = ub110 + vbo2o + who11;
boor (1) = uby; (0) + vbdy, () + why, (1) = ubior + vho1 + Whogs.

No préximo passo, para r = 2, temos que i = (0,0,0) e assim obtemos a imagem do ponto
p € R?, com coordenadas baricéntricas u em relacdo ao dominio 7', na superficie de Bézier R
como:

Do = ubig (1) + vbgy(u) + whyy, (u).

Figura 3.3: Algoritmo de de Casteljau.

booz

i " boao

Fonte: Autor, 2014.

3.4 VETORES CONORMAL E NORMAL AFINS NO RETALHO TRIAN-
GULAR DE BEZIER QUADRATICO

Para o calculo do normal afim em um retalho triangular de Bézier quadratico R, precisamos
definir sua parametrizacao ¢ : T C R? — R3. Para isso, vamos encontrar os polindmios
de Bernstein, BZ(u), onde i = (4, , k) sao inteiros nao-negativos, tais que, i +j +k = 2 e

u = (u,v,w) sdo as coordenadas baricéntricas dos pontos referente ao dominio triangular 7" de

_ Toydopk .
i!j!k!u v w”, temos:

R. Logo, sabendo que BZ(u)
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Bgoo(u) = u’ BgQO(u) = v Bgo2(u) = w?

B?,(u) =2uw Bl (u) =2uw B,(u) = 2vw.

Definidos os polinomios de Bernstein e uma malha de controle {bago, bo2o, boo2, b110, b101, D011},

tomando u = (x,y,1 — z — y), obtemos a seguinte parametrizagao:

o(z,y) = (baoo + booz — 2b101)2” + (bozo + booz — 2b011)y* + (2booz — 20011 — 2b101 + b110)TY

+  2(b1o1 — boo2)x + 2(bo11 — boo2)y + booz-

Uma vez definida a parametrizacao, podemos calcular o vetor conormal afim, e consequen-

temente o vetor normal afim, em R. Para isso, note que:

Ke _ LN — M2 ’ Ke ‘71/4: HSOZ X @y” )
[0z X @yll* | LN — M> |4
Logo, considerando D = LN — M?, temos:
- [9e X @yl x X Pz X
v=|K | V"N, = . o= v
| D[4 s x @yl | D[4
Tomando, os vetores a, b, c,d, e, f € R?, como:
a = byo + boo2 — 2b101; d = 2(b1o1 — booz);
b = bo2o + boo2 — 2bo11; e = 2(bor1 — boo2);

¢ = 2(booz — bo1r — bio1 + b110); f = booz-
Temos,

o(z,y) = (G1I2 + 5192 +cary+dix + ey + fi, asx® + 5292 + coxy

+ dox + eay + fo, azx® + b3y’ + c3wy + dsx + ezy + f3).
onde a;, b;, ¢;, d;, e;, f; com i € {1,2,3}, sao as coordenadas dos vetores a, b, c,d, e, f. Assim,

©r = (2a1x + 1y + dy, 2001 + coy + da, 2a3x + c3y + d3);
0y = (2b1y + 17 + €1, 2b2y + cox + €9, 2b3y + 3T + €3);
Vrze = (2a1, 2a2, 2a3);

©yy = (2b1, 2by, 2b3);

Pry = (01702703)



30

Dai, segue que:
B 1

o ‘ D ’1/4
d302)$ + (2d263 — 2d3b2 + Co€3 — C3€2)y + d2€3 — d3€2, 2(&301 — a103)$2 + 2(1?103 — bgCl)y2 +

14 (2(&263 — (1362)1‘2 + 2(b362 - bgCg)QQ + 4(&2b3 — agbg)l‘y + (2&263 — 2(1362 + dgCg —
4(@3()1 — Cblbg)l'y + (2@361 - 2@163 + d3C1 - d103)ZL’ + (2d3bl — 2d1b3 + c3e1 — 6163)y + d3€1 —
d1€3, 2(&102 — a261)$2 + 2(b201 — blcg)yZ + 4(&1[)2 — a2b1>l'y + (2&162 — 2&261 + d162 — dgcl)l‘ +
(2d1by — 2d2by + creg — cae1)y + diey — daey);

1

T | DA
arcs)r + 4(agby — ar1bs)y + 2aze; — 2are3 + dzcy — dyes,  4(arca — asey)x + 4(arby — asby)y +

Vg (4((1203 — agcg)l‘ + 4(a263 — a3b2>y + 2@263 — 2(1362 —|— d203 — d302, 4(0,301 —

2&162 — 2&261 + d1€2 — dgcl);

1
Vy = W(4(b302 — bgCg)y + 4(&21)3 — agbz)l' + 2d2b3 — 2d3b2 + Co€3 — C3€9, 4(b103 — bgcl)y +
4(a3b1 — albg).ﬁ[ + 2d3b1 — 2d1b3 + c3e1 — Ci1€3, 4(b2€1 — blcg)y -+ 4(a1b2 — ale)x —+ 2d1b2 —

2dgbl + cr1e0 — 0261).
Como o retalho triangular de Bézier quadratico é um paraboldide (ver [7]) e sabendo que

os normais afins nos paraboldides sao constantes, logo, constante em todo o retalho, podemos

calcula-los nos pontos com coordenadas baricéntricas (0,0, 1), dessa forma, temos:

1

V(O, 0) = W(dQQg — d3€2, d3€1 — d1€3, d162 — d261>;

1
Vl«(o, 0) = W(Zageg — 2@362 + d263 - dgCg7 2@361 — 2@163 +d301 - d103, 2@162 — 2&261 + d1C2 —
dacy);

1
Vy(o, 0) = W(2d2b3—2d3b2+C263—0362, 2d3b1 —2d1b3+€3€1—€163, 2d1b2—2d261 +01€2_62€1).
onde,

D = [¢z(070)790y(070)7 SOmz(070)H<Pm(Oa 0)79024(070)79095@/(07 0)] - [9017(070)7 @y(070)= Sﬁyy(()?o)]Q-

Portanto, o normal afim no retalho triangular de Bézier quadrético, g, é definido por:
&r = [1(0,0),,(0,0),1,(0,0)] " (.(0,0) x 1,(0,0)).

Observe que este vetor depende apenas dos vértices da malha de controle do retalho. A
figura 3.4 ilustra os vetores conormal, em preto, e normal afins, em vermelho, no retalho

triangular de Bézier quadratico.



Figura 3.4: Vetores conormal e normal afins no retalho triangular de Bézier quadratico.

Fonte: Autor, 2014.
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4 CALCULO DO NORMAL AFIM DISCRETO

Na Geometria Euclidiana o plano tem normal constante e portanto curvatura gaussiana nula,
porém, o mesmo nao é estudado na Geometria Afim uma vez que consideramos o coeficiente da
métrica afim d = LN — M? # 0. Como os paraboldides elipticos e hiperbdlicos possuem normal
afim constante e curvatura gaussiana afim nula, podemos dizer que os mesmos sao equivalentes
a planos euclidianos na geometria afim. Dessa forma, sendo o retalho triangular de Bézier
quadratico um paraboldide, buscamos representar a superficie por um conjunto desses retalhos
obtendo, assim, sua representacao discreta. Neste capitulo, apresentamos nosso estimador
normal afim, obtido a partir dessa representacao discreta da superficie. Vejamos, primeiramente,
como contruimos a discretizacao da superfice considerando pedacos de paraboldides ao invés

de planos, possibilitando, dessa forma, o estudo de invariantes discretos afins.

4.1 REPRESENTACAO DE SUPERFICIES DISCRETAS POR RETALHOS
TRIANGULARES DE BEZIER QUADRATICOS

Dada uma malha triangular de uma superficie S, consideramos cada face dessa malha
como o dominio da parametrizacao de um retalho triangular de Bézier quadratico R;, com
l€{1,2,...,n}, onde n é a quantidade de triangulos da malha.

No capitulo anterior, vimos que uma parametrizacao de retalho triangular de Bézier é
definida pelos polinomios de Bernstein e pela malha de controle do retalho, onde a quantidade
de vértices dessa malha depende do grau do polinomio. Lembramos ainda que uma malha de
controle define um 1nico retalho de Bézier.

Como estamos considerando retalhos de Bézier quadraticos precisamos para cada R; definir
seis pontos, {bano, bo20, boo2, b110, b101, bo11}, da sua malha de controle. Neste trabalho, tomamos
os pontos extremos, bogg, bo2g € bog2, da malha de controle dos retalhos como os vértices da

face referente ao dominio de cada um deles, dessa forma, pela propriedade 3.2.3, tais retalhos
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interpolard os vértices da malha da superficie. Os outros trés vértices, by19, b1o1 € bo11, obtivemos

da seguinte maneira:

1. Para cada triangulo T'(bagg, bo2o, booz) da malha da superficie, correspondente ao dominio de

. A . / ’ /! 17
um retalho, consideramos os seus triangulos adjacentes 17" (booz, bo20s bagg)s I (52005 boo2, byao)

"

e T (bo20, b200, boga)-

Figura 4.5: Triangulos que compartilham as arestas do dominio 7.

booz baoo

L

bﬂt]?

Fonte: Autor, 2014.

2. Para cada um dos triangulos adjacentes a T, consideramos quatro tetraedros cujos lados
sao triangulos formados pelos vértices das arestas de T' e os vértices das arestas de
um dos seus triangulos adjacentes, com o centro de massa da uniao das k-vizinhancas
estreladas dos vértices da aresta comum a esses dois triangulos. Como por exemplo,
na figura 4.6, tomando os triangulos 7 e T" teremos os tetraedros A(baoo, bozo, booz, M),

B(b;og, bo20, booz, M)v 0(50027 baoo, b,mo’ M) € D(bo20, bl2007 b200, M), com

onde ®; sao pontos da uniao da k-vizinhanca estrelada de bggy, com a k-vizinhanca

estrelada de bgog € m é a quantidade de pontos dessa uniao. Observe que as bases desses
~ s, . N o e / .

tetraedros sao: o dominio triangular 7', um dos seus triangulos vizinhos T e outros dois

triangulos obtidos fazendo um flip na aresta comum a T e T".
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Figura 4.6: Quatro tetraedros que podem ser formados por dois tridngulos adjacentes junto ao

centro de massa da uniao das k-vizinhancgas dos vértices da aresta comum desses dois tridngulos.

Fonte: Autor, 2014.

Ressaltamos que, dado um vértice v; da malha de uma superficie, a k—vizinhanca
estrelada de v; é o conjunto de vértices {vy,...v,} que estd separado de v; por exatas
k arestas. A primeira vizinhanca estrelada de v;, por exemplo, é composta dos vértices
adjacentes a este, ou seja, que compartilham uma mesma aresta. A 2-vizinhanca de v;,
entao, é o conjunto de vértices adjacentes a cada um dos seus primeiros vizinhos, e assim
sucessivamente. A figura 4.7 mostra os 3-vizinhos do vértice em preto, 1-vizinhanca sao
os vértices em branco, a 2-vizinhanca é formada pelos vértices em branco e em vermelho

e a 3-vizinhanca sao os vértices em branco, vermelho e amarelo.

Figura 4.7: 3-vizinhancga de um vértice.

Fonte: Autor, 2014.



35

3. Para cada triangulo incidente a uma aresta de 7', calculamos o quociente das somas
dos volumes dos dois tetraedros cujas bases sao o dominio triangular 7" e um dos seus
triangulos vizinhos, pela soma dos volumes dos outros dois tetraedros cujas bases sao
obtidas fazendo um flip na aresta comum a esses dois triangulos, pelo exemplo do item

anterior, teriamos:
~ Vol(A) +Vol(B)
~ Vol(C) + Vol(D)’

(07

(4.7)

O valor de o nos dé informacées sobre a concavidade do poliedro formado por T'e T'.
Note que, se @ > 1 entdao o soma dos volumes dos tetraedro A e B é maior que a soma
dos volumes dos tetraedros C' e D, portanto o poliedro formado por T e T' é convexo.

Caso contréario, se a < 1, o poliedro é concavo (ver figura 4.8). Sendo assim, tomamos:

5 a(l+ €),sea>1

a(l— €),se a <1

com € € (0, 3.

Isso faz com que os pontos que buscamos da malha de controle, by19, b1, bo11, S€
distancie das aresta de T, controlando assim, a curvatura (euclidiana) do retalho. Quanto
maior o valor de € maior a curvatura desse retalho, isto €, mais distantes esses trés pontos

serao das arestas de 7.

Figura 4.8: Relagao entre o valor de a e a concavidade do poliedro.

a>1 a <1

Fonte: Autor, 2014.

4. Obtemos os outros trés pontos da malha de controle de cada R;, como:

’

biip = %(bzoo + boo) + (1 — ﬁ,)M/;
boii = %(5020 + boo2) + (1 — BN)MHS
bioi = g (booz + bago) + (1 — ﬁm)Mma

|
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"

com, ff =a' (1 + ¢, =a'(1 £ 6ep” =a"(1 £ ¢€), onde o/,0a" " sao
tomados de maneira andloga a equagao (3.7), considerando os quatro tetraedros formados,
respectivamente, por 1" e T . TeT',TeT" com os respectivos centros de massa M .
M" ¢ M" da unido da k-vizinhanca estrelada dos vértices das arestas comum de cada um
desses triangulos. O tamanho k das k-vizinhancas vai depender da malha da superficie.

O sinal de =+ esta relacionado com da concavidade do poliedro formado por T' e cada um

dos seus triangulos adjacentes.

Uma vez definida a malha de controle de cada retalho R;, obtemos as suas parametrizacoes
o T; € R? — R3, como na secao 3.4. Como as transformacoes equiafins preservam
combinagoes afins de pontos e o centro de massa é covariante por essas transformagoes, pela
forma como definimos os vértices da malha de controle dos retalhos, garantimos que cada ¢,
satisfaca a propriedade (3.2.1).

A figura 4.9 ilustra em (a) um tnico retalho quadrético de Bézier em uma malha triangular

do elipsdide e em (b) a representagao discreta do elipséide por um conjunto desses retalhos.

Figura 4.9: Discretizacao do elipséide por retalhos triangulares de Bézier quadraticos.

Fonte: Autor, 2014.

4.2 NORMAL AFIM NO VERTICE DA MALHA TRIANGULAR DE UMA
SUPERFICIE DISCRETA

Definimos o vetor normal afim no vértice de uma malha triangular da superficie como a
média ponderada dos normais afins nos retalhos, cujos dominios sao triangulos incidentes neste

vértice. O peso estd dado pelas areas dos respectivos retalhos.
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Aproximamos a area de um retalho R, pela soma das areas dos triangulos em R obtidos
pelo algoritmo de de Casteljau aplicado as coordenadas baricéntricas da n-particao do triangulo
7((0,0),(0,1),(1,0)), considerando a malha de controle de R (ver figura 4.10). A n-particao

de T' é definida pelos pontos com coordenadas baricéntricas:

(ial71_i_l)’comi7j€{071"” ,’I’L}.
n n

Figura 4.10: Imagens da n-particao de um triangulo no retalho de Bézier quadratico.

Fonte: Autor, 2014.

Como, por construcao, os retalhos triangulares de Bézier interpolam os vértices dos triangulos
da malha da superficie, correspondente ao seu dominio (ver figura 4.9), entdo um vértice v;
serd comum aos retalhos que cujos dominios sao triangulos que incidem nesse vértice. Assim,
sabendo que o vetor normal afim é constante em um retalho de Bézier quadratico, o definimos

em v; pela seguinte relagao:

€ - > Ar&r,
' ZARz .

Dessa forma, como areas sao preservadas por transformagcoes equiafins, garantimos que esse

vetor normal afim discreto seja covariante por essas transformacoes.
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5 RESULTADOS E CONSIDERACOES FINAIS

Neste capitulo, apresentamos os resultados obtidos para a estimativa do vetor normal afim

em superficies discretas, destacando também as limitagoes encontradas na sua implementagcao.

Estimador Normal Afim: A figura 5.11 ilustra o estimador normal afim nos vértice da
malha triangular da esfera e do elipsdide. Para definir os pontos da malha de controle dos
retalhos, como descrito no capitulo anterior, calculamos a 7-vizinhanga dos vértices das arestas
de cada triangulo da malha da superficie, e tomamos € = 0, 1. Vale lembrar que o tamanho
da vizinhanca depende da discretizagao da malha. Na figura 5.12, por exemplo, observe que
uma boa aproximacao do vetor normal afim, nos vértices de uma malha com 6000 faces, s6 foi

obtida com décima vizinhanca.

Figura 5.11: Estimativa do vetor normal afim.

(a) Normais afim nos véritces da malha com (b) Normais afim nos vértices da malha com 1730 tridngulos.

1280 triangulos.
Fonte: Autor, 2014.
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Figura 5.12: Estimador normal afim e tamanho da vizinhanga.

(a) Normais afim com a quinta vizinhanga. (b) Normais afim com a sétima vizinhanga.

(¢) Normais afim com a décima vizinhanga.

Fonte: Autor, 2014.

Limitagoes: Nosso trabalho, retringe-se a superficies fechadas sem pontos planares ou
parabdlicos, visto que o normal afim nao esta definido nos pontos com curvatura gaussiana
nula. Observe na figura 5.13, por exemplo, que nos pontos onde houve uma variagao do sinal
da curvatura os normais nao ficaram bem calculados. Além disso, ainda nao sabemos de que
forma a discretizacao da superfice pode influenciar no tamanho necessario de vizinhancas
para definir a malha de controle dos retalhos. Porém, observamos que a sétima vizinhanca
nos da uma boa aproximagao do vetor normal afim, em malhas com 1000 a 3000 triangulos.
Evitamos também trabalhar com malhas cuja triangulacao contenha triangulos obtusangulos,
pois, nesses casos, os trés vértices da malha de controle do retalho definidos sobre as arestas
da face correspondente ao seu dominio, se distanciam bastante das arestas destes triangulos

gerando portanto retalhos alongados (ver figura 5.14).
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Figura 5.13: Estimativa do normal afim nos pontos de variagao do sinal da curvatura gaussiana

euclidiana.

T T

(a) (b) ()

Fonte: Autor, 2014.

Figura 5.14: Formato do retalho quando o seu dominio é um triangulo obtusangulo.

Fonte: Autor, 2014.

Caracteristicas geométricas preservadas: O vetor conormal no retalho triangular
de Bézier e o estimador normal afim sao, respectivamente, contravariantes e covariantes por

transformacoes equiafins. A figura 5.15, ilustra tais vetores antes e depois de uma transformagao
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equiafim juntamente com o seu erro médio de contravariancia e de covariancia. Denotando por
Vay, Vay, com | € {1,...,m}, o vetor conormal afim antes e depois de uma transformacao equiafim
e por &, &q;, com i € {1,2,...n}, o vetor normal afim antes e depois da mesma transformagao,
onde m e n sao respectivamente a quantidade de triangulos e vértices da malha da superficie,

o erro médio de contravariancia e; e o erro médio de covariancia e,, foram definidos como:

m
e = Z ||Val - de”
. m

=1
o En: Hgai B édi
€y = _—.
- n
=1

Ainda na figura 5.15, observe que essas propriedades sao satisfeitas mesmo com as limitagoes

apresentadas acima. A matriz linear da transformacao equiafim foi gerada aleatoriamente pelo

computador, de modo que o seu determinante seja um.

Trabalhos Futuros e Consideragoes Finais: Com este trabalho, dispomos agora de
propriedades geométricas afins, especificamente o vetor normal afim, em superficeis discretas
compativeis com as do modelo afim diferencial. Como trabalho futuro, pretendemos encontrar
estimadores para as curvaturas gassianas e médias afins para essas superficies. Este trabalho

torna-se, portanto, o primeiro passo para esse estudo.
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Figura 5.15: A esquerda o vetor conormal afim e & direita o vetor normal afim antes e depois de

uma transformagao equiafim.

(a) Erro médio contravariancia igual a 1.34288e~15 (b) Erro médio covariancia igual a 8.4281e~1°

—15

(¢) Erro médio contravariancia igual a 8.27393e (d) Erro médio covariancia igual a 6.33971e~ 14

—08

—14

—11

(g) Erro médio contravariancia igual a 8.41602e (h) Erro médio covariancia igual a 3.47035¢

Fonte: Autor, 2014.
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